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-Atmosfera -

Existem todas as freqtiéncias e todas podem ser
importantes devido as intera¢des ndo lineares
e Ex.: vortices turbulentos e convec¢do acontecem em

escalas muito menores e mais rapidas que 20o0km ou
1hora

Em modelos climaticos é bom filtrar as altas
freqiiéncia para eliminar o ruido (queremos o
comportamento médio)

Resultados de Raupp & Silva Dias mostram que é
importante a interacdo entre escalas (diurna->Madden
Julian).

e Ex.: Super-parametrizacao => M], El Nino, ....
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Equacoes Diferenciais

Classificacao quanto ao numero de variaveis

e Ordindrias = s6 tem uma variavel independente

dG(t)
dt

e Parciais = tem mais de uma variavel independente

AG(t,x)  AG(,X) _
A .

0

0
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Equacoes Diferenciais

Classificacao quanto ao grau e ordem

e Ordem = nivel da derivada mais alta

e Grau = poténcia da derivada mais alta

G

_I_

AG

A

X

=D

0°G
&2

22 ordem e 12 grau
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Equacoes Diferenciais

Classificacao quando a homogeneidade

e Homogéneas = ndo aparecem as variaveis independentes
explicitamente

2
G_ 0%
A X

e Nao homogéneas = variaveis independentes explicitas
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Equacoes Diferenciais

Classificacao quando a linearidade

e Lineares = a variavel dependente e suas derivadas so
aparecem em termos de 1° grau e ndo ha produto entre

elas AUC
Z
e Ndo lineares = existem termos de 22 ou maior grau e/ou
produtos entre variaveis dependentes e suas derivadas

—+Uu—=0
A X



Exemplo: atmosfera
Parcial
Eqg. da conservacdo e 22 ordem
termodinamica 12 grau
Homogénea
q e Linear
— =-Vv-Vq+D,Vq+F, -5,
e Parcial
* Eq de momento (Navier-Stokes)  ® 22 ordem

® 1° grau
@ e UVZV o V_P +0 . H(gmogénea
ot o, e NAO-Linear
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Dificuldades a frente...

Como resolver uma equacao complicada?

B

- V-(Nv)+D,V?N +F, —S,

De uma vez so, ou seja, encontrar N(x,y,z,t) ?

Quando temos varios processos fisicos acontecendo ao
mesmo tempo?

Dadas as limitacoes atuais dos computadores ?



/Se/paragéo de Operadores

O que se faz é resolver separadamente cada um dos
processos. Por exemplo, um modelo numérico calcula
separadamente: dinamica, radiacdo, conveccao, etc...

Tmme mterval 1 Tme mterval 2
V’ =——
Transport Transport

-
Gas chermstry Gas chemistry

-,

T T+At T+2At
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“Separac3o de Operadores

Exemplo, a equacao de adveccao-difusao

%N =V -(Nv)+ D, V>N +F, -S|

Operator-split nos termos de adveccao-difusao

on
ot

Operator-split nos termos forcantes

V-(Nv)+D,V°N



Separacao de Operadores

Ne,t
N V. @N)+DV°N ﬁzZ:Rn:F—S
ét ét n=1

Resolver estas equacgdes sequiencialmente € uma
aproximacao da solucao completa! Este mé¢todo em
particular ¢ chamado de método dos intervalos
fracionarios.

Alguns modelos trocam a ordem em x,y,z entre dois
time-steps para conseguir uma solu¢ao mais
independente da separacao dos operadores.



eparaga’”\o de Operadores

* Em alguns modelos, como o CPTEC-AGCM, a equacgao
é separada ainda mais:

N

v
a

AN

“° ~DV3N

a

Ne,t

N3 R s
d n



Equacoes Diferenciais: Solucao

* Mesmo para estas equacoes
simples, a solucdo ainda ndo é
trivial.
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Solucao de uma Eq. Dif.

Para resolvé-las precisamos de condic¢oes de
contorno. As CC podem ser de varios tipos e
depende de qual problema estamos resolvendo

Exemplo:
e Podemos resolver dN/dt=F(t) se soubermos
N,=N(t=0)
* Este tipo de CC é uma condicdo inicial (C.I.) de
um problema de valor inicial.
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‘Soluc3o de uma Eq. Dif.

Quando precisamos da CC nas duas extremidades do
dominio, temos um problema de valor de contorno.

Exemplo:
e Pararesolver = _iy===0

A X
e Precisamos de u(x,t=0) e também u(0,t) e u(L,t)

e Problema de C.l. em t e problema de CC em x

Exemplo: o nudging do BRAMS nas fronteiras do
dominio



Equacoes Diferenciais: Solucao

Q * S3o equacoes diferenciais e
representam uma conservacao
local!

e S3o continuas e validas em todos
os pontos do espaco fisico (x,y,z,t)

Como resolver
numericamente?
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Incoming
solar radiation

Back
radiation

3-D Grid box
{CO,, dust, H,0,)
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Discretizacao: Limitacoes

* Quando discretizamos no tempo e no espaco temos
que usar intervalos finitos e por isso a solucao
numeérica ndo representa todos os movimentos da

atmosfera.
Meso escala 5x 5 km 58S
Regional 50 x 50 km 1 min

Global 250 X 250 km 30 min



Sampling Theorem

Seja h(t) uma funcdo continua no tempo. Se medimos
h(t) a cada A segundos, existe uma frequéncia critica

1 .
f =—, freqde Nyquist
e T oA g pAY

Maxima que pode ser observada com essa amostragem.

Minimamente

amostrado com

o dobro da

freqiiéncia do
v v v fenOmeno




... Ou teorema de Nyquist

Seja h(t) uma funcdo continua no tempo. Se medimos
h(t) a cada A segundos, existe uma frequéncia critica

1 .
f =—, freqde Nyquist
e T oA g pAY

Maxima que pode ser observada com essa amostragem.

Caso de sub-
amostragem
(freq menor)




Teorema

Seja h(t) e sua transformada de Fourier H(f), se H(f)=0
qualquer que seja |f|>fc, entdao h(t) é completamente
determinada se for amostrada em intervalos A<=1/2fc.

Exemplo:
2 1
e | - —=0.02Hz = T >1hora
= 2x30min
= L _ 0.005km™ = A > 200km
= 2 x100km
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Turbuléencia

A equacao de Navier-Stokes é nao linear

VP

— = OVV ——+(g

ot P
Isso produz caos na solucao U(x,t) e implica em
escoamento turbulento. Apenas em condicdes especiais o

fluxo é laminar.

U(x,t) flutua aleatoriamente em escalas menores que
1mm e mais rapidas que 10Hz! Impossivel de resolver nos
modelos (até mesmo em um L.E.S.)
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“A'média de Reynolds
-

_" NEANENAWZ /
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A concentracao exata em (X, y, z, t)
N=N+N’

Onde a media no volume do grid-box e no time-step ¢
t+AtV +AV

g j IN(F,t)-dt-dVoI

AtAVOl

t Vv



A média deMlds =

N depende do grid-box e do passo de tempo e é o valor
previsto/calculado pelo modelo!

Por definicao N’ flutua em torno de 0 e N’=0

Podemos fazer a mesma decomposicao para a velocidade:
V=V+V
E entao substituimos ambas nas equacoes originais
ON + N
ot

=V (N +N)(¥+V))+ D V(N +N')



~Expandindo a equaciao

* Expandindo e tomando a média (x e t), para o 1° termo:

N+N'_oN oN'_oN oN'_oN
& a a a a @

* Fazendo o mesmo para os demais termos, temos:

%+V-(\7N)+V~(V'N')+ DV’N =F -S

Fluxo turbulento

Adveccao pelo

vento médio cinematico. E o efeito

sub-grade !!




“Expans3o turbulenta

A difusao turbulenta ¢ muito maior que a molecular, entdo
sobra apenas:

%+V-(\_/N)+V-(V'N')= F-S

Para a equacdo da continuidade concentracad\gspecifica

§+\7-Vq+év-(ﬁv’q"{
P Precisamos

Para a equacgdo da continuidade em densidade parametrizar!!

ﬁg"" +V-(\7,5&)+V.(v’p(;l =0
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‘Parametrizacao

O modelo resolve e conhece apenas os valores médios
em cada grid-box, v e q, como entao podemos estimar
o fluxo turbulento <v'q’> ?7?

Fazendo uma analogia com a lei de Fick

Fy=—-DVy

Assume-se que o fluxo turbulento é proporcional ao
gradiente (teoria K ou teoria do transporte dos
gradientes)

u'_q'och



-Teoria K .

O fluxo turbulento de um parametro é relacionado ao
gradiente do valor médio do parametro. Assim, os
termos do fluxo cinematico turbulento ficam:

u’N’:—KhXXﬁ , em X
K

Onde K, € um coeficiente de difusao turbulenta (Para
energia e momento: cm? s1). Assim,

%+V-(\_/N):V-(KhVN)+ F-S
og 1

—+(V-Vjg=—(V: p,K, Vi + F =S
ot P



“Matriz de difus3o

Kh é a matriz de difusao e Kx, Ky e Kz sdo os
coeficientes de difusiao turbulenta.

_Kh,xx 0 0
K,—- 0 Kp,yy 0
=y 0 Kp 7z

Os termos cruzados ddo uma covaridancia entre o
transporte turbulento em dire¢des diferentes e em
geral sdo assumidos nulos.

A diagonal da o transporte do gradiente devido a
mistura turbulenta
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) O que falta?

* Decompomos o fluxo em
torno da média do grid-

Incomin,
3-D Grid box radiation | solar radiatgion
{CO,, dust, H,0,) 1 >

box...
* ..mas ainda temos uma e
EDP “continua’”, N =2
i - |
Al
* Como resolver as ,5
derivadas? : R
: ‘ g 4 | 4

—+(V-V)Jg=—(V-p,K . V)Ja+F =S
ot P



Diferengas Finitas Trocamos os valores

continuos por discretos

u nas equacgoes...

A
ux

4####,f#ff“/ -
X
> X
Uil U %ir] Uit
> —— e ——»
i-1 i it+1




~Diferencas Finitas

Definimos as diferengas Au no ponto x;

Aty =] — Uj—] diferenca centrada

A — i diferenca avancada
A =1 —u; diferenca atrasada
: A
Estamos aproximando a .

derivada pela tangente:

R 13 Lt
Ou Auj  wy —u; :
2 7 | u; Uiy Y]
o Ao oy s - +—= 1
1 3 3 |

il x5 X X112



- Diferencas Finitas

N Centrada (AC)
4 - Avancada (BC)
- Atrasada (AB)
-
B \m——N
Ax -
< >l >
> x




~ Expansao em série de Taylor

Expandindo em Taylor em torno do ponto x, calculamos
o valor em x+Ax

2 3
Nx+Ax:Nx éN 1AX2§|\2| +1AX3§|\3|
2 X 6 X
Iguais de sinais
Ou em torno de x{Ax Opostos
2 3
N . N 0NX+1AX2§NX—1AX3aN

. 0 - =



Expansdo em série de Taylor

Assim, temos que
N 1

0/')2
N...+N_, =2N_ +Ax -~ +12Ax4 -

Que pode ser rearranjado para

2 palbils
é’a(l\zlx = Nx+Ax ZAI)\(I; . Nx—Ax _I_O(AXZ)
Desprezando termos de 2a ordem e superiores
4
N
O(sz): . E
12 X

E aproximacio de 2a ordem para a segunda derivada

é)sz Nx+Ax_2Nx+Nx—Ax

"N/
"N/

X° AX?
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Expansdo em série de Taylor

Agora vamos subtrair as duas equagoes. Os termos pares cancelam...

AN 1 N
Npax = Ny = 2AX—2 + S A — 2+ ..
3 X
Rearranjando, temos
éNx - Nx+Ax o I\Ix—Ax 1 O(AXZ)
X 2AX
Onde truncamos da mesma maneira
1 N
olacl —Ae”
6 X
E uma aproximacio de segunda ordem para a primeira derivada
éNx Nx+Ax o I\Ix—Ax I\|i+l_ Ni—l

N/
"N/

X 2AX 2AX




Diferencas finitas — 12 derivada e

Aproximagao de 1? ordem avangada em x

éNx Nx+Ax_Nx i |\|i+l_Ni

N/
"N/

X AX AX

Aproximagao de 1 ordem atrasada em x

N NNX_NX—AX_Ni_Ni—l 4

X

/ "

m X

X AX AX ldo//

H:1 iy M o )
4 - - e e | WA
1 3 1
Xi1 x; X X112
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Diferencas finitas — Derivada no tempo

éNt I\It+h —N

~ LE L O
A 2h (2)
éNt - Nt+h = Nt : O(l)
A h
éNt = Nt = Nt—h I O(l)

h

AW
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‘Resumo
oN
Equagao complicada - V- (NV)+ D V°N +F, —S,

+Reynolds -Difusao %_ +V. (\_/N)z V- (KhVN)+ E—O

Operator Splitting %

=-v.(VN)

i i i+1 -1
Diferencas finitas Niy — Ny — NU;™ — Nu, =

At 2AX




N, —N, : Nu: Nup

At 2AX




e s
Criterios
Uma solucdo numérica para uma equacgao diferencial

reproduz a soluc¢do analitica apenas se varios critérios
forem satisfeitos

e Convergéncia

e Consisténcia

e Ordem da aproximacao
e Convergéncia geral
 Estabilidade numérica
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(1) Convergéncia

A expressdao em diferencas finitas deve convergir para a
forma diferencial no sentido do teorema central do
limite:

N . IAN
A TP bl
OX Ax—0[ AX
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(2) Consisténcia

Ao fazer a expansdo em série de Taylor, jogamos fora
termos de alta ordem....

Para a aproximacdo em diferencas finitas ser valida, o
erro no truncamento deve ir para zero:

D =

AX—0 AX

Matematicamente, se (1) entdo (2) e vice-versa



/ e
(3) Convergéncia geral

Além de que as expressdes em diferencas finitas
convergem para as diferenciais, precisamos que a
solucdo numérica convirja para a solucdo analitica

lim HNe,x,t —N fox.t

AX,At—0

\:0
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(4) Ordem da aproximacao

A ordem da aproximacdo é a menor poténcia em Ax ou
At deixada de for a na expansao de Taylor.

E preciso que a aproximacao seja da mesma ordem em
todas as variaveis para haver estabilidade e convergéncia.



“Estabilidade

A diferenca entre a solucao numeérica e analitica ndo deve
crescer com o tempo

Ilmll Ne,x,t —N f,x,t

t—o0

|sC

Condicionalmente estavel

e Estavel para At < A Tmax Convoeg‘géncia c
- . estabilidade de parte
Incondicionalmente estavel: da solucio (spliting)

e E sempre estavel qualquer que seja o At nao garante
Vi e e '
Incondicionalmente instavel: convergéncia geral!

e [nstavel qualquer que seja o At



/ﬁe?nplo

Equacao de adveccao difusao apenas em x

a_N - _E(Nu)
ot OX

Uma possivel representacdo em diferencas finitas,
fazendo explicito no tempo, seria

_ _ _ _ i-1 1 i+1
e N N N kil | o | o |
At 2AX - -

A maneira como discretizamos
determina a estabilidade.




Difusao numeérica

Um pico se espalha
artificialmente pelos grid-
boxes

Oscilacao numeérica

Podem surgir ondas dispersas
atras ou na frente de um pico

Nao-monotonico

Os gradientes nao sao
preservados durante o
transporte

roblemas numericos

zh,
b oo

1 Z/h‘

zh
|

— Intticl

Upstream
Van Leer

Slopes

wOT
) .

b ok




Entrando em detalhes...
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Discretizacdo

Queremos integrar a equacao numericamente, i.e.,
encontrar N(t+At) em funcao de N(t)

a_N = _E(Nu)
ot OX

Ha trés maneiras diferentes de fazer a discretizacao no
tempo que levam a solucoes conceitualmente diferentes:
e Explicita — calcula-se t+1 em funcao apenas dos valores pré
calculados: t, t-1, ....

e Implicita — calcula-se t+1 em funcao apenas dos valores
desconhecidos em t+1

e Semi-implicito — calcula-se t+1 com base tanto em t+1,
quanto t, t-1, ...



oN 9,
— =——(Nu)+V-KVN
S e ax( )

/

Esquema explicito

No lado direito da equacdo aparecem apenas termos
no tempo (t)

@Ng _ Nof-Nu NP2+ NP

At 2 AX AX°

E a solucdo para N,_ ! é trivial:
N H—l N -1 Ni+1_2Ni+Ni—l
L N At L Ak _
2AX AX

Com apenas um lago i=1,imax resolvemos o problema!



ON %
~— =——(Nu)+V-KVN
P e ax( )

/

Esquema explicito

NN N W N NN

At 2 AX AX°

Essa solucao é de 12 ordem avancada no tempo e de 22
ordem centrada no espaco. O problema é que esta
solucao é

e Condicionalmente estavel — apenas para K pequeno

e |[ncondicionalmente instavel para K=0 ou K grande



a—N:—E(Nu)+V-KVN

. — - OX

Esqguema implicito

No lado direito da equacdo aparecem apenas termos
no tempo (t+1)

2 Nti+1 o Nt:l1

E a solucdo para|N,_ ! é naosrivial e acopla i, i-1 e i+1.




“Esquema implicito —

Fazendo o mesmo para Os outros termos, temos

i+1 -1
At( = ”t+1th‘:;—(1+2—KAth§+l+At( . ”t+1th‘+11=N§

AXZ  2AX AXZ AXZ  2AX
5 ) \ d
Y Y Y
A. B. (.

1 1 1

Que é um sistema de equacoes diferenciais acopladas.
i1 i T
Ai Nt+1 = Bi Nt+1 5 Ci Nt+1 o Nt

Que podem ser resolvidas na forma matricial....



Wao Matricia

(B, G Sistema tridiagonal.
A, B, C2 Resolvido com
b A B ¢ eliminacao de Gauss
AM -2 BM -2 CM -2 0
AM -1 BM -1 CM -1
0 = 0 5B

NM/

t+1

N* -

\

2 & stc
AX

Nl\/l

* Onde ja incluimos a condi¢ao de contorno devido ao
fluxo de superficie (é preciso discretizar de uma maneira

um pouco diferente na interface)
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Discretizacao

As solucées da equacao de difusdo sao, em geral:

e Condicionalmente estaveis, se 0 esquema €
explicito ou semi-implicito

e Condicionalmente ou incondicionalmente
estaveis, se o esquema € implicito
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Critério de Estabilidade

* O critério de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy
determina qual é o espacamento de grade maximo para
haver estabilidade na equacao de difusao:

AX : max
At < ——  ou numero de Courant ¢ = ’V ‘ <1
Vo A/ At
AX?
At < ‘K ‘ Facil de entender:

Em 1 At a parcela nao pode

atravessar mais do que 1 grid-box
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Critério de Estabilidade

Dependendo do espacamento, ha um limite para a
resolucao temporal!

Exemplo:
(AX = 5km
— At < 250s
Vo] =20m/s
<
Az =100m — At <100s
Wi | =1M/S




