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Topicos para o trabalho final

Fotossintese Cleberson e Cesar Jimmy e Kaue
IAG — Humberto Rocha

Circulacao termoalina Carmen e Robson
IO — Edmo Campos

Fontes de energia. Amanda e Giovanni Celso e Fabio
IEE — Roberto Ziles

Fenomeno El Nino Gustavo e Jeferson
IAG — Tércio Ambrizzi

Ciclo do Carbono Pedro e Luiz Jorge e Ezequias
IF — Paulo Artaxo

Economia do Carbono José Aldeni e ???
|IEE — Ildo Sauer

Ciclos de Milankovitch Priscilla e Julio Cesar
IAG — Marcia Yamasoe




* Introducao a caos
e sistemas caoticos

* Estudo de
crescimento de
populacoes

e Mapa logistico




- Oque é Caos ? —

Quais sdo os limites para a dindmica (evolu¢do temporal)
de um sistema fisico?

e Péndulos (relégio)

Comportamento

lar riaid e Sistema massa-mola
regular rigido .
e Queda livre

e Clima
- e (Crescimento populacional
e Péndulo duplo

» Jogo de dados
e Decaimento radioativo

Comportamento

totalmente aleatorio

e Movimento Browniano




- Exemplo: Péndulo Duplo

Um péndulo amarrado no outro

e O espaco de fase é composto pelos 2
angulos e as 2 velocidades
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Mn-1-Chaotic-Double-Pendulum

>



//

Algumas Definicoes Necessarias

Sistema dinamico - é qualquer sistema cuja evolucao a partir de uma determinada
condicdo inicial é regida por um conjunto de regras. Essas regras podem se resumir
a um conjunto de equacées diferenciais, que é o caso para sistemas continuos.

Espaco de fase - é o0 espaco no qual todos os

possiveis estados de um sistema sao

representados.

Ex: No péndulo duplo teria 4 dimensoes:
0,6,6,e0),

Estado - é uma possivel condicdo para o sistema,
isto é, uma configuracao de variaveis que
represente uma condicao fisicamente possivel ou
aceitavel.

Retrato de fase - é o conjunto de todos os
estados possiveis do sistema dindmico em
questdo. Os retratos de fase para sistemas
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continuos sdo trajetorias no espago de fase.
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~Algumas DeﬁMecesﬁa{

Um sistema dinamico que descreve um sistema fisico
real depende de um ou mais parametros chamados de

pardmetros de controle.

Por exemplo: a freqiiéncia natural de oscilagao é um
parametro de controle de um oscilador harménico simples.

Um sistema dinamico pode, portanto, ser pensado como
funcdo do parametro de controle. De fato, pode-se influir no
comportamento dinamico do sistema alterando-se o
valor de um parametro de controle.
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CAOS: Principais caracteristicas

Nao linearidade. Se o comportamento de um sistema for linear, esse sistema
ndo pode ser cadtico

Sensibilidade a condic¢des iniciais: pequenas alteracdes nas condic¢des iniciais
podem levar a comportamentos radicalmente diferentes do sistema em seu
estado final. E o chamado “efeito borboleta”. Os sistemas cadticos também
apresentam sensibilidade aos parametros de controle.

Determinismo: existem regras subjacentes deterministicas (e ndo
probabilisticas) que todo estado futuro do sistema deve obedecer

Manutencdo da irregularidade no comportamento do sistema. Ha uma
ordem oculta que inclui um numero grande de configura¢des periodicas ocultas
na infra-estrutura desses sistemas: ha uma “ordem na desordem”.

Previsao de longo prazo impossivel: em decorréncia da sensibilidade as
condicdes iniciais, a previsdo (mas nio o controle) do comportamento de
sistemas caoticos de longo prazo é impossivel, porque as condicGes iniciais sdo
conhecidas com grau de precisdo finito.



CAOS: Como sao as trajetorias no~
- 0sd0 as'trajetorias no~
espaco de fase?

Existem 3 possibilidades para essas trajetorias:

* as trajetorias tendem a se concentrar numa determinada regidao do

espaco de fase e ndo saem mais de 1a: esses sdo chamados de estados
assintdticos do sistema ou atratores.

° as trajetorias tendem a se afastar
uma das outras e vao para o infinito

* r e « »
o as trajetorias ficam “passeando” por
todo o espaco de fase
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CAQOS: Como se chega la?

Bifurcagdes - Vamos supor que um sistema dinamico
tenha um parametro de controle .

e Variando-se u podem aparecer novos padroes de comportamento ou
seqiiéncias de novos estados estdveis(atratores) para o sistema.

e Neste caso diz-se que ocorreram bifurcac¢édes e y, é o valor do
parametro de controle para o qual ocorreu a n-ésima bifurcacao.

e Em outras palavras, variando-se u pode-se variar tanto a posicao
quanto as caracteristicas qualitativas dos pontos de equilibrio
estaveis (atratores) do sistema.

r*A

N

14

possiveis

Valores estaveis
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CAQOS: Como se chega la?

Nesse caso uma solucdo estavel do sistema perde a
estabilidade com a variacao de um parametro de controle e
aparece uma nova solucao estavel com o dobro do periodo da
solucdo anterior.

e Entdo diz que para g=y, houve uma bifurcagdo porque o
“periodo” duplicou. Essas solucdes sdao estados assintoticos do
sistema, geralmente chamados de atratores.

Rota mais comum para o caos (cenario de Feigenbaum) ¢ a
duplicacao dos atratores A

172




/

-Caos: a constante de Feigenbaum

A cascata de bifurcacées apresentadas pelos sistemas que
se encaminham para o caos via cendrio de Feigenbaum
tem certas propriedades de carater universal:

e verifica-se que os valores de p, onde ocorrem bifurcagdes
obedecem a uma lei de escala:

lim = (“'" ~ M ) =0 d =4.6692016091029909. ...
n—@

) ()u'n+l - ,’ln)

O é uma constante universal para sistemas que apresentam
duplicacido de periodo




Caos e Fractais ==

A sucessdo de dobramentos do periodo acaba levando ao dominio
caotico, que parece (mas nao é) uma nuvens de pontos dispersos.

No meio do caos, hd janelas indicando uma dinamica organizada e
previsivel.

()

e Um pequeno
pedaco é similar ao
diagrama todo = 1}
fractal.

e ... Ou melhor: o dominio
caotico aparece como uma Of
nuvens de pontos com
dimensao fractal no
espac¢o de parametros

)

http://complex.upf.es/~josep/Chaos.html k



Caos e Fractais

Fractal - é a propriedade de se fraturar em padroes auto-similares e
escalonados. Fractais possuem:

Auto-similaridade - existem padroes dentro dos padrées que nunca
sdo exatamente os mesmos mas que sdo sempre similares (galhos de
uma arvore que se bifurcam cada vez mais até chegar nas micro-
nervuras da folha, mas que tém praticamente o mesmo padrao de
bifurcacao).

Escalonamento - quando examinamos
os padrdes de auto-similaridade em
escalas cada vez menores, verificamos
que eles sdo repeticoes de si mesmos
(podemos "enxergar" o padrdo de
nervuras de uma arvore inteira em
qualquer folha desta mesma arvore).

Auto-similaridade
e
Escalonamento

Ordem

Caos

Wagner P. Paiva http://www.cyta.com.ar/tao203/v2n3az/v2n3az.htm 0 30 35 358 40
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Exemplo Simples de CAOS

Em 1838, Pierre Verhulst publicou sua “equacdo logistica” para

descrever o crescimento de populacdes, ou a taxa de

crescimento em funcao da populacao atual e do parametro r.
dx numero de individuos

—=rx(1-x), com x = : -
dt capacidade do ambiente

r ¢ o numero malthusiano:

e Ser<0a populacdao sempre morre com o tempo

e Ser>0a pode sobreviver

Essa equacado pode ser resolvida de maneira exata e a solucao
sO depende de x, e de .

1
1+ (x)" =1)e™

funcao sigmoide

x(t) =



Exemplo Simples

A equacdo de Verhulst possui inconvenientes para o estudo de
evolucdo de populacées pois a populacao em qualquer instante t
depende somente das condi¢des iniciais e é continua.

Era desejavel haver modelos onde o estagio atual da populacao
dependa apenas da geracdo anterior e nao da condigao inicial.

O Mapa Logistico é um analogo discreto no tempo da equagao
logistica e foi popularizado por um paper de 1976 de Robert
May. Fisico tedrico australiano, ele comecou a trabalhar com
biologia quando foi para o Instituto de Estudos Avancados de
Princeton em 1971.

SO funciona para geragoes independentes.

Ex: insetos colocam ovos antes do inverno,
n+l — rxn (1 Il xn ) que ficam adormecidos em baixas
temperaturas, e eclodem com a chegada do
calor no ano seguinte...

X




“Exemplo Simples: Mapa Logistico

Crescimento de Populagades:

* O mapa logistico descreve o tamanho da populacées em funcao de
seu tamanho na geracdao anterior:

'xn+1 = 'xn .r(l_xn)
e X,sdo fracGes da populacdo maxima (capacidade do meio)
* Xg € a fracdo inicial
e r é o potencial bidtico e r(1-x,) € a taxa de crescimento
* Deve-se ter necessariamente r>0 e r<4
e Como € a evolucao temporal da populagao (tamanho das
geragoes n=1,2,3...) em fungdo da condigao inicial X, e do
potencial biotico?



~Calculando o Mapa Logistico(1)

* Na mao: — —

xn+1 — r’xn (1 xn )
x0=0.500 e r=0.5 —
x1=.5* 5%(1-.5)=.125 | S
x2=.5%.125*(1-.125)=.055 Sos
x3=.5*.055*(1-.055)=.026
x4=.5*%.026*(1-.026)=.013 01—
. 0.3-4‘LA¢:::=1:3323‘! aaaaa A
x9=0.000 n

Para estes parametros a
populacao ndo sobrevive




~Calculando o Mapa Logistico(2)

025 1

fix)=r"x(1-x)
Xo=.75 e R=2.5 fix)=x

p— X2 _________
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* Meios graficos:

X —

n+l1l
rx, (1 - X, )

1) Calcula-se o valor de f(x,)

1 2) Rebate-se na reta para ter x,

3) Calcula-se o valor de f(x,)
4) Rebate-se na reta para ter x,
5) etc...

A populacao
estabilizou em 0.6




~Calculando o Mapa Logistico(2)

fix)=r"x(1-x)

Xo=.75 e R=2.5 fx)=x IMPORTANTE: O
comportamento

Porgue r nao pode _ depende de r.
ser maior que 47

075 [

Transiente:
Vs

e As varias
iteracoes antes da
populacao
estabilizar

0.25 f 1 ¢ Estacionario

*As iteracOes
depois do
| transiente
; .




- Mapa LogisW

= rx,(1-x,)

X

n+1

Porque 0 <R <47?
*R<0=>x<0
*R=0=>x=0
*R>4=>x>1
* R=4 => x=0

025 1

MATLAB...

0 025 05 075 1



Applet Mapa-Logistico— x0=/().zz/

R=.77 R=1.85 - [R=2.76
Populacdo morre Estabiliza em 0.46 Estabiliza em 0.64
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MgramMCagﬁo/

Para alguns valores de R o sistema
tem um atrator

l
5 Para outros valores, tem dois
0.8] guiy cmtonse! ... a cada bifurcacao, dobramos o
numero de atratores
0,6+ - wi W f
) P /"e"“‘“ naewee® ¢ .. 0 que por fim nos leva ao caos!
# 7
0.4} /// '70"f)~':'r odic cs(l:il atiens (cr}cos;
/ 09]
/
ozl // > < 0,6
no oscilations
/ 03 .
I I I (S 950 975 1000
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 time
T
pericdic oscllations ° ° ~
! - - O Diagrama de bifurcacao
0,5F ] 0,75 { - , ,
% O | e M VWWWWWVWWVW_‘ é um grafico dos atratores

g()O 1000

time

0 s 2 | em funcao do parametro
i de controle




Prevendo os Atratores

H4 uma maneira de prever quais seriam os atratores?

e Quando chega no atrator qualquer iteracdao fornece sempre o mesmo
valor. Matematicamente:

Interseccao da
parabola com a fooe
reta!

Xn.1=X, = rx,(1-x)=x,

e As solucoes dessa equacao sao:

x,=0 e x,=(1-1/r)

0251

0

Serd que ambas as solugdes sdo atratores?



ﬂe/vendo Atratores” ==

~ * Vimos que parar<l1, x,=0 é o atrator e x,=(1-1/r) ndo ¢é
* Vimos que parar>1, x,=(1-1/r) é o atrator e x,=0 ndo é.
* Onde ocorre essa troca? e qual a condigdo para ser um atrator?

* Nao vamos provar matematicamente, mas a condi¢do para ser um atrator é
que modulo da derivada f'(x,) seja menor que 1 (ou seja que a
parabola ndo esteja mais inclinada do que a reta)

o gnuplot graph Q@@ 1= gnuplot graph Q@@
1 - = - - ' 1 -
: fix)=r*x(1-x) fix)=r*x(1-x)
R<1 ' fix)=x R>]_ fix)=x
075
. 0.75 f’
0.5 : | | <1
025 05
1f|<1
0 IRl I ooy
025
-0.25
x<o0 e |f|>1
05 : 1f'|>1
= 0 L
-0.5 -0.25 0 025 05 0.75 1 0 0.25 05 0.75 1
0.230204, 1.06281 ? ? 0.422460, 1.03788 ° °




As Solucoes de X,

n+1‘

A derivada é simplesmente:
f'(x,)=r-2rx,
Caso x,—0
e f'(0)=r
e Para que seja um atrator |f'| < 1 = -1<pr<1
e e como r>0 entdo: O<r«<1
Caso x,—>1-1/r
e f'(1-1/r)=2-r
e Para que seja atrator |f'|<1 = |2-r|]<1 = 1<p<3



Prevendo 2 Atratores

Observamos na planilha e no applet que para determinados
valores de r>3, ndo tem 1 atrator, mas 2 atratores!

Como prever isso? Basta usar a condigao X,,»=X,, 0 que
significa que a cada duas iteracdes repete-se um valor

Vamos calcular:

xn+2 = rxn+1 (1 - xn+1 )
- r[rxn (1 - xn ):[1 - rxn (1 - xn )] = xn

* Ou seja, agora os atratores estao
na intersec¢dao da reta com um
polinémio de 42 grau.

\\\\\




~As Solucoes de

n+2~ ‘®n

* No grafico vemos um exemplo das solug¢des. Duas delas coincidem com as
anteriores, mas neste caso ambas tem |f'| >1 e nio servem.

* As outras duas solucdes sao:

A=3)

075 |

05

025 |

xn+1=xn
XN+2=xn
Xn=

0
0.327789,01.02048

0.25

0.5 0.75

_ r+lt\/(r—3)(r+1)

X
" 2r

e Aplicando a condicao para

a existéncia de atratores:

1f'(x)l<1,

» chega-se a conclusdo que

3<r<(1+/6)

e vocés podem verificar isso

com o applet.
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